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一类捕食食饵模型正解的定性分析和数值模拟

王利娟，姜洪领
（宝鸡文理学院数学与信息科学学院，陕西 宝鸡 ７２１０１３）

摘　要：研究了一类具有扩散的捕食食饵模型的平衡态正解。利用极值原理得到正解的先验估计。通过局部分
歧理论给出了局部分歧解的存在性。运用全局分歧理论证明局部分歧解可以延拓为全局分歧解，并得到了全局

分歧解的走向，从而得到了正解存在的充要条件。利用稳定性理论研究了局部分歧解的稳定性。最后通过数值

模拟验证和完善已得到的理论结果。
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　　文 ［１］给出如下捕食食饵模型
ｄｕ
ｄｔ＝ｒ１ｕ（１－

ｕ
ｋ）－ｆ（ｕ）ｖ，

ｄｖ
ｄｔ＝ｒ２ｖ（１－

ｖ
γｕ

{ ）

（１）

其中ｆ（ｕ）＝ｑｕ／（ａ＋ｕ）为ＨｏｌｌｉｎｇＩＩ型功能反应函
数。各参数生物意义为

ｕ（ｔ），ｖ（ｔ）分别表示食饵和捕食者的密度；
ｒ１，ｒ２表示内禀生长率；
ｋ表示食饵的环境承载量；
γ表示捕食者成功捕获食饵的系数；
ｑ表示捕食者单位时间捕食食饵的最大值；

ａ表示食饵的半饱和密度。
对该模型的研究结果比较多［１－４］。考虑到空间

中物种由高密度向低密度的自然移动，该模型可用

如下反应扩散方程组来表示 （无量纲化后）

ｕｔ－ｄ１Δｕ＝ｕ（α－ｕ）－ｆ（ｕ）ｖ，

ｖｔ－ｄ２Δｖ＝ｖ（δ－
ｖ
ｕ

{ ）
（２）

Δｕ，Δｖ模拟物种的扩散，常数 ｄｉ（ｉ＝１，２）分别表
示物种ｕ和ｖ的扩散系数。目前关于模型的大部分
工作都是假设功能函数 ｆ（ｕ）仅仅与食饵 ｕ有关。
如在文 ［５－７］中，作者研究了 ｆ（ｕ）＝βｕ的情
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形。文献 ［５］在齐次Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件下讨论了
模型 （２）平衡态正解的存在性，并与经典的 Ｌｏｔ
ｋａＶｏｌｔｅｒｒａ捕食食饵模型进行了对比。在文 ［６－
７］中，模型 （２）第一个方程中 ｕ２的系数为非负
函数，讨论了该模型正解的渐近行为和平衡态正解

的惟一性及其稳定性。文 ［８－１０］研究了 ｆ（ｕ）
为ＨｏｌｌｉｎｇＩＩ型功能反应函数的情形。在文 ［８－
９］中，讨论了齐次Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件下该模型非
常数正解的存在性和不存在性，惟一正常数解的局

部和全局稳定性。文 ［１０］研究了交叉扩散对模
型平衡态的影响。文 ［１１］研究了功能反应函数
ｆ（ｕ）满足ｆ（０）＝０，且存在正常数Ｍ＞０，使得当ｕ
＞０时，有０＜ｆｕ（ｕ）≤Ｍ的情形，分析了平衡态
非常数正解的存在性和不存在性。

在上面的研究中，功能函数 ｆ（ｕ）只与食饵 ｕ
有关，即只考虑食饵作用而忽视捕食者以及捕食者

－食饵关系对模型的影响作用。然而这种只考虑食
饵作用的捕食－食饵模型在解释生态现象时是有缺
陷的，例如Ｒｏｓｅｎｚｗｅｉｇ在其论文中提到食饵充足时
引起的捕食者功能退化现象。因此功能函数 ｆ（ｕ）
应该含有食饵ｕ和捕食者ｖ“更多的信息”，更详细
分析参见文献 ［１２－１３］。因此众多学者采用 Ｂｅｄ
ｄｉｎｇｔｏｎＤｅＡｎｇｅｌｉｓ函数ｆ（ｕ，ｖ）＝βｕ／（１＋ａｕ＋ｂｖ）
（简称ＢＤ）作为功能函数。它既考虑到捕食者内
部的相互干扰，又避免了低密度问题引起的争议，

更好地反映了种群间的相互作用。例如文 ［１４］
研究了一类带有 ＢＤ功能函数的竞争模型正解的
存在性和惟一性。文 ［１５］讨论了带有 ＢＤ功能
函数的 ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ捕食模型，得到了模型正解
的多重性和惟一性。与文 ［１５］中的模型不同的
是，模型 （２）中的捕食者具有自控行为，体现在
方程中即是ｖ２／ｕ项。在齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下，
由于处理 ｖ２／ｕ在边界上的奇性比较困难，所以目
前对具有ＢＤ型功能反应函数的模型 （２）在齐次
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下的研究结果很少，因此本文研
究下面带有扩散项的捕食食饵模型

ｕｔ－ｄ１ｕｘｘ ＝ｕ（α－ｕ－
βｖ

１＋ａｕ＋ｂｖ），

ｘ∈（０，ｌ），ｔ＞０，

ｖｔ－ｄ２ｖｘｘ ＝ｖ（δ－
ｖ
ｕ），ｘ∈（０，ｌ），ｔ＞０，

ｕ（０，ｔ）＝ｖ（ｌ，ｔ）＝０，ｔ＞０，
ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ）≥，０，

ｖ（ｘ，０）＝ｖ０（ｘ）≥，０，ｘ∈（０，ｌ

















）

（３）

其中ｕ，ｖ分别代表食饵和捕食者的密度，常数 ｄ１，

ｄ２分别是ｕ，ｖ的扩散系数，参数α，β，ａ，ｂ，δ均为正
常数。模型 （３）的平衡态系统为

－ｄ１ｕｘｘ ＝ｕ（α－ｕ－
βｖ

１＋ａｕ＋ｂｖ），ｘ∈（０，ｌ），

－ｄ２ｖｘｘ ＝ｖ（δ－
ｖ
ｕ），ｘ∈（０，ｌ），

ｕ（０）＝ｖ（０）＝ｕ（ｌ）＝ｖ（ｌ）＝










０

（４）

记λ１为 －ｄ
２／ｄｘ２在齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下的主

特征值，对应的主特征函数为φ１（ｘ）＞０，ｘ∈（０，
ｌ）。则当α＞ｄ１λ１时，系统 （４）有半平凡解 （θ，
０），其中θ为方程
－ｄ１ｕｘｘ ＝ｕ（α－ｕ），ｘ∈（０，ｌ）；ｕ（０）＝ｕ（ｌ）＝０
的惟一正解，且０＜θ＜α，ｘ∈（０，ｌ）。

１　局部分歧解的存在性
为了利用局部分歧理论讨论系统 （４）局部分

歧解的存在性，系统 （４）第二个方程中的 ｖ／ｕ必
须具有适当的光滑性，因此先考虑如下特殊函数

ｇ（ｘ），其满足
ｇ∈Ｃ１［０，ｌ］，ｇ＞０，ｘ∈（０，ｌ），

ｇ（０）＝ｇ（ｌ）＝０，ｇ′（０）＞０，ｇ′（ｌ）＜０（５）
　　引理１［１６］　若 ｕ满足条件 （５）且 ｖ∈ Ｃ１０［０，
ｌ］，则存在常数κ＞０，使得ｖ≤κｕ，ｘ∈［０，ｌ］。

令ｗ＝ｖ／ｕ。若ｕ，ｖ都满足 （５），那么由引理１
知，存在正常数κ１，κ２，使得κ１≤ｗ≤κ２，ｘ∈（０，
ｌ）。由Ｈｏｓｐｉｔａｌ法则可知

ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｗ（ｘ）＝ｖ′（０）ｕ′（０）＞０，ｌｉｍｘ→ｌ－

ｗ（ｘ）＝ｖ′（ｌ）ｕ′（ｌ）＞０

因此可将ｗ（ｘ）连续延拓为

珔ｗ（ｘ）＝ ｖ（ｘ）／ｕ（ｘ）， ｘ∈（０，ｌ），
ｖ′（ｘ）／ｕ′（ｘ）， ｘ＝０，{ ｌ

　　引理２［１６］　若ｕ（ｘ），ｖ（ｘ），ｙ（ｘ）满足 （５），那
么 （ｉ）珔ｗ∈Ｃ１（０，ｌ）∩Ｃ［０，ｌ］；（ｉｉ）ｙ珔ｗ∈Ｃ１［０，ｌ］。
　　运用极值原理易得正解的先验估计。

引理 ３　若 （ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））是问题 （４）的正
解，则０＜ｕ（ｘ）＜α，０＜ｖ（ｘ）＜δα，ｘ∈（０，ｌ）。特
别，当α＞λ１ｄ１时，０＜ｕ（ｘ）＜θ，ｘ∈（０，ｌ）。

由引理３知，对于给定的 δ，ｖ的上界可能与 δ
有关。下面的引理４表明在适当条件下，δ充分大
时，存在与δ无关的上界。

引理 ４　若 （ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））是问题 （４）的正
解，且α＜ｄ１λ１＋β／ｂ，则当δ充分大时，存在不依
赖δ的常数Ｍ ＞０，使得ｖ＜Ｍ。

证明　假设结论不成立，则存在δｎ→∞和对
应于δ＝δｎ的系统 （４）的非负解列｛（ｕｎ，ｖｎ）｝，使

６５
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得ｖｎ→∞，且满足

－ｄ１ｕｎ，ｘｘ＝ｕｎ（α－ｕｎ－
βｖｎ

１＋ａｕｎ＋ｂｖｎ
），ｘ∈（０，ｌ）；

ｕｎ（０）＝ｕｎ（ｌ）＝０ （６）
由引理３知，０≤ ｕｎ≤ α，因此 ｕｎ存在收敛子列，
仍记为ｕｎ。不妨设ｕｎ→珘ｕ（ｎ→∞），则０≤珘ｕ≤α。
在方程 （６）中，令ｎ→∞，则

－ｄ１珘ｕｘｘ ＝珘ｕ（α－珘ｕ－
β
ｂ），ｘ∈（０，ｌ）；

珘ｕ（０）＝珘ｕ（ｌ）＝０
由于α＜ｄ１λ１＋β／ｂ，那么珘ｕ≡０，即 ｕｎ→０（ｎ→
∞）。令Ｕｎ ＝ｕｎ／‖ｕｎ‖∞，则Ｕｎ满足

－ｄ１Ｕｎ，ｘｘ ＝Ｕｎ（α－ｕｎ－
βｖｎ

１＋ａｕｎ＋ｂｖｎ
），

ｘ∈（０，ｌ）；Ｕｎ（０）＝Ｕｎ（ｌ）＝０ （７）
不妨设Ｕｎ→Ｕ，则Ｕ≥０且‖Ｕ‖∞ ＝１。在 （７）
中令ｎ→∞，则Ｕ满足

－ｄ１Ｕｘｘ ＝Ｕ（α－
β
ｂ），ｘ∈（０，ｌ）；Ｕ（０）＝Ｕ（ｌ）＝０

由 α＜ｄ１λ１ ＋β／ｂ得 Ｕ≡ ０，ｘ∈ ［０，ｌ］。这与
‖Ｕ‖∞ ＝１矛盾。引理得证。

利用特征值变分原理可以得到下面正解存在的

必要条件。

定理５　若问题 （４）存在正解，则 α＞λ１ｄ１
且δ＞λ１ｄ２。

证明　设（ｕ，ｖ）是问题 （４）的一个正解，则
（ｕ，ｖ）满足方程组 （４）。在 （４）的第一个方程左
右两边同乘以φ１，并在（０，ｌ）上积分得

－∫
ｌ

０
ｄ１φ１ｕｘｘｄｘ＝∫

ｌ

０
ｕ（α－ｕ－ βｖ

１＋ａｕ＋ｂｖ）φ１ｄｘ

整理可得

∫
ｌ

０
（α－λ１ｄ１）ｕφ１ｄｘ＝∫

ｌ

０
（ｕ＋ βｖ

１＋ａｕ＋ｂｖ）ｕφ１ｄｘ

由φ１ ＞０可知α＞λ１ｄ１。同理有δ＞λ１ｄ２。
下面运用局部分歧理论分析系统 （４）在半平

凡解（θ，０）处产生的局部分歧解。
令ω＝θ－ｕ，χ＝ｖ，于是系统 （４）可变换为

如下形式

－ｄ１ωｘｘ ＝（α－２θ）ω＋
βθ
１＋ａθ

　χ＋Ｆ１（ω，χ），

ｘ∈（０，ｌ），
－ｄ２χｘｘ ＝δχ＋Ｆ２（ω，χ），ｘ∈（０，ｌ），　　　　

ω（０）＝χ（０）＝ω（ｌ）＝χ（ｌ）＝













０　　　　
（８）

其中

Ｆ１（ω，χ）＝－
βθ
１＋ａθχ

＋ （θ－ω）βχ
１＋ａ（θ－ω）＋ｂχ

＋

ω２，　Ｆ２（ω，χ）＝－
χ２

θ－ω
因此 Ｆ１（０，０） ＝Ｆ２（０，０） ＝０，Ｄ（ω，χ）Ｆ１｜（０，０） ＝
Ｄ（ω，χ）Ｆ２｜（０，０） ＝０。显然研究平衡态问题 （４）正解
０＜ｕ（ｘ）＜θ，ｖ（ｘ）＞０，ｘ∈（０，ｌ）的存在性和稳定
性可转化为研究问题 （８）正解 ０＜ｗ（ｘ）＜θ，
χ（ｘ）＞０，ｘ∈（０，ｌ）的存在性和稳定性。

令δ 是特征值问题 －ｄ２χｘｘ ＝λχ，ｘ∈ （０，ｌ），
χ（０）＝χ（ｌ）＝０的主特征值，对应主特征函数为
χ１ ＞０，则δ ＝λ１ｄ２＞０。记Ｘ＝Ｃ

１
０（０，ｌ）×Ｃ

１
０（０，

ｌ）。定义算子

Ｔ（δ，ω，χ）＝　
　α
Ｋ１ω－２Ｋ１（θω）[ ＋

βＫ１（
θχ
１＋ａθ

）＋Ｋ１Ｆ１，δＫ２χ＋Ｋ２Ｆ]２ Ｔ

其中Ｋｉ（ｉ＝１，２）是 －ｄｉ（ｄ
２／ｄｘ２）在Ｃ１０（０，ｌ）的逆

算子，那么Ｔ：Ｒ×Ｘ→Ｘ是紧的连续微分算子。令
Ｇ（δ，ω，χ）＝（ω，χ）Ｔ－Ｔ（δ，ω，χ），则Ｇ（δ，ω，χ）
＝０的非负解对应于方程组 （８）的非负解，且
Ｇ（δ，０，０）＝０。

定理６　设 α＞λ１ｄ１，则 （δ，θ，０）是方程组
（４）的一个分歧点，且在 （δ，θ，０）的邻域内
（４）存在正解。

证明　令 Ｌ（δ，０，０）＝Ｄ（ω，χ）Ｇ（δ
，０，０），则

由Ｌ（δ，０，０）（ω，χ）Ｔ ＝０可知

ｄ１ωｘｘ＋（α－２θ）ω＋
βθ
１＋ａθχ

＝０，ｘ∈（０，ｌ），

ｄ２χｘｘ＋δ χ＝０，ｘ∈（０，ｌ），

ω（０）＝χ（０）＝ω（ｌ）＝χ（ｌ）＝
{

０
因此χ＝χ１，ω＝ω１ ＝［－ｄ１Δ＋（２θ－α）］

－１（βθ
χ１／（１ ＋ ａθ）） ＞ ０。从 而 Ｎ（Ｌ（δ，０，０）） ＝
ｓｐａｎ｛（ω１，χ１）

Ｔ｝。记Ｌ（δ，０，０）为Ｌ（δ，０，０）的
伴随算子，则

Ｌ（δ，０，０）＝
Ｉ－αＫ１－２Ｋ１（θ） ０

－βＫ１（
θ

１＋ａθ
） Ｉ－δＫ







２

由Ｌ（δ，０，０）（ω，χ）Ｔ ＝０得Ｎ（Ｌ（δ，０，０））＝
ｓｐａｎ｛（０，χ１）｝。再由Ｆｒｅｄｈｏｌｍ选择公理知

Ｒ（Ｌ（δ，０，０））＝｛（ω，χ）∈Ｘ：∫
ｌ

０
χχ１ｄｘ＝０｝

　　所以ｃｏｄｉｍＲ（Ｌ（δ，０，０））＝１。
令 Ｌ１（δ，０，０） ＝ ＤδＤ（ω，χ）Ｇ（δ

，０，０），则
Ｌ１（δ，０，０）（ω１，χ１）

Ｔ＝（０，－Ｋ２χ１）
Ｔ，显然Ｌ１（δ，

０，０）（ω１，χ１）
ＴＲ（Ｌ（δ，０，０））。

由局部分歧定理知，存在充分小的ε＞０以及

７５
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Ｃ１函数（δ（ｓ），φ（ｓ），ψ（ｓ））：（－ε，ε）→Ｒ×Ｘ，使
得 δ（０）＝δ，φ（０）＝０，ψ（０）＝０，且 （δ（ｓ），
ω（ｓ），χ（ｓ）） ＝ （δ（ｓ），ｓ（ω１ ＋ φ（ｓ）），ｓ（χ１ ＋
ψ（ｓ）））满足Ｇ（δ（ｓ），ω（ｓ），χ（ｓ））＝０，其中Ｘ＝Ｚ
"

ｓｐａｎ｛（ω１，χ１）
Ｔ｝，因此 （δ（ｓ），Ｕ（ｓ），Ｖ（ｓ））（｜ｓ

｜＜ε）是 （４）的分歧解，其中Ｕ（ｓ）＝θ－ｓ（ω１＋
φ（ｓ）），Ｖ（ｓ）＝ｓ（χ１＋ψ（ｓ））。若取０＜ｓ＜ε，则它
恰好为 （４）的正解。而且，在分歧点 （δ，θ，０）
附近的非平凡非负解或者在分支 ｛（δ，θ，０）｜δ∈
Ｒ＋｝上，或者在分支 ｛（δ（ｓ），Ｕ（ｓ），Ｖ（ｓ））｜０＜ｓ
＜ε｝上。

２　局部分歧解的延拓
下面利用全局分歧理论分析分歧解的全局性。

定理７　设α＞λ１ｄ１，则定理６给出的局部分
歧解可以沿δ延拓为全局分歧解。

证明　令Ｔ′（δ）＝Ｄ（ω，χ）Ｔ（δ，０，０），则

Ｔ′（δ）（ω，χ）Ｔ＝
αＫ１ω－２Ｋ１（θω）＋βＫ１（

θχ
１＋ａθ

）

　　　　　　　δＫ２







χ

设μ≥１是Ｔ′（δ）的一个特征值，则有

－μｄ１ωｘｘ ＝（α－２θ）ω＋
βθ
１＋ａθχ

，ｘ∈（０，ｌ），

－μｄ２χｘｘ ＝δχ，ｘ∈（０，ｌ），

ω（０）＝χ（０）＝ω（ｌ）＝χ（ｌ）＝
{

０
若χ≡０，则 －μｄ１ωｘｘ ＝（α－２θ）ω，ｘ∈（０，ｌ）。由
于（－μｄ１（ｄ

２／ｄｘ２）－α＋２θ）的特征值都大于０，
那么ω≡０，因此χ≡０。于是存在某个ｉ，使得δ＝
δｉ（μ），其中 δｉ（μ）是 －μｄ１χｘｘ ＝δχ的特征值。显
然，δｉ（μ）关于μ在［１，＋∞）上递增，且δｉ（μ）满
足

０＜δ１（μ）＜δ２（μ）≤δ３（μ）≤
…→＋∞，δ１（１）＝δ

另一方面，如果μ≥１，则算子（－μｄ１（ｄ
２／ｄｘ２）－α

＋２θ）的 特 征 值 都 大 于 ０，从 而 ω ＝ （－
μｄ１（ｄ

２／ｄｘ２）－α＋２θ）－１（βθχ／（１＋ａθ））。因此μ≥
１为Ｔ′（δ）的特征值当且仅当存在某个ｉ，使得δ＝
δｉ（μ）。

假设δ＜δ，则对任意 μ≥１，ｉ≥１，有 δ＜
δ１（１）≤δｉ（μ）。因此Ｔ′（δ）没有大于或等于１的特
征值，故当δ＜δ 时，ｉｎｄｅｘ（Ｔ（δ，·），０）＝１。

假设δ ＜δ＜δ２（１），则对任意μ≥１，ｉ≥２，
有δ＜δｉ（μ）。又δ１（１）＝δ，ｌｉｍ

μ→＋∞
δ１（μ）＝＋∞，且

δ１（μ）关于μ严格递增，因此存在惟一的 μ^＞１，使

得δ＝δ１（^μ），于是
Ｎ（^μＩ－Ｔ′（δ））＝ｓｐａｎ｛（珚ω，珋χ）｝，
ｄｉｍＮ（^μＩ－Ｔ′（δ））＝１，

珚ω＝（－μ^ｄ１（ｄ
２／ｄｘ２）－α＋２θ）－１（ βθ

１＋ａθ
珋χ）

其中珋χ＞０为如下特征值问题的主特征函数
μ^ｄ２珋χｘｘ＋δ珋χ＝０，ｘ∈（０，ｌ）；

珋χ（０）＝珋χ（ｌ）＝０
下面证明Ｒ（^μＩ－Ｔ′（δ））∩Ｎ（^μＩ－Ｔ′（δ））＝０。

假设上式不成立，则（珚ω，珋χ）∈Ｒ（^μＩ－Ｔ′（δ）），
那么存在（ω，χ）∈Ｘ，使得 （^μＩ－Ｔ′（δ））（ω，χ）＝
（珚ω，珋χ），因此

μ^ｄ２χｘｘ＋δχ＝ｄ２珋χｘｘ，ｘ∈（０，ｌ）；
χ（０）＝χ（ｌ）＝０

上式两边同乘以珋χ，并在（０，ｌ）上积分可得

ｄ２∫
ｌ

０
珋χ珋χｘｘｄｘ＝∫

ｌ

０
（^μｄ２χｘｘ＋δχ）珋χｄｘ＝

∫
ｌ

０
（^μｄ２珋χｘｘ＋δ珋χ）χｄｘ＝０

但

ｄ２∫
ｌ

０
珋χ珋χｘｘｄｘ＝∫

ｌ

０
珋χ（－δμ^

珋χ）ｄｘ＝－∫
ｌ

０

δ
μ^
珋χ２ｄｘ＜０

这与上式矛盾。因此 μ^的代数重数为１，故当 δ

＜δ＜δ２（１）时，ｉｎｄｅｘ（Ｔ′（δ，·），０，０）＝－１。
由全局分歧理论知，在 Ｒ＋×Ｚ内，存在从

（δ，θ，０）出发的连通分支Γ０满足Ｇ（δ，ω，χ）＝０，
且在点（δ，θ，０）附近，Ｇ（δ，ω，χ）＝０的所有零点
都在定理６给出的那条分支曲线上。定理７的结论
成立。

记 Γ１ ＝Γ０ －｛（δ（ｓ），ｓ（ω１ ＋φ（ｓ）），ｓ（χ１ ＋
ψ（ｓ）））：－ε＜ｓ＜０｝，

Γ＝｛（δ，Ｕ，Ｖ）：Ｕ＝θ－ω，
Ｖ＝χ，（δ，ω，χ）∈Γ１｝，

Ｐ１ ＝｛ｕ∈Ｃ
１（０，ｌ）：ｕ＞０，ｘ∈（０，ｌ）；

ｕ′（０）＞０，ｕ′（ｌ）＜０｝，
Ｐ＝｛（δ，ｕ，ｖ）：δ∈Ｒ，（ｕ，ｖ）∈Ｐ１×Ｐ１｝

那么Γ为问题 （４）由 （δ，θ，０）出发的解曲线，
且在（δ，θ，０）的小邻域内有 Γ Ｐ。下面给出连
通分支Γ在正锥Ｐ内的走向。

定理８　设λ１ｄ１＜α＜λ１ｄ１＋β／ｂ，则连通分支
Γ在正锥Ｐ内沿δ延伸到∞。

证明　由全局分歧理论知，连通分支 Γ －
｛（δ，θ，０）｝满足下列条件之一：

（ｉ）Γ连接了分歧点（δ，θ，０）和（δ＾，θ，０），其
中Ｉ－Ｔ′（δ＾）不可逆，且δ＾≠δ。

（ｉｉ）Γ在Ｒ×Ｘ内由（δ，θ，０）延伸到无穷。

８５
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（ｉｉｉ）Γ包含形如（δ，θ－ｕ，ｖ）和（δ，θ＋ｕ，－ｖ）
的点，其中（ｕ，ｖ）０。

下面证明 Γ－｛（δ，θ，０）｝ Ｐ。假设 Γ－
｛（δ，θ，０）｝ Ｐ，则存在点 （δ＾，^ｕ，^ｖ）∈ （Γ －
｛（δ，θ，０）｝）∩Ｐ和序列（δｎ，ｕｎ，ｖｎ）Γ∩Ｐ，ｕｎ
＞０，ｖｎ＞０，使得当ｎ→∞时，（δｎ，ｕｎ，ｖｎ）→（δ

＾
，^ｕ，

ｖ^）。易知 ｕ^∈Ｐ１或者 ｖ^∈Ｐ１。
假设 ｕ^∈Ｐ１，那么 ｕ^≥０，ｘ∈［０，ｌ］，则或者存

在ｘ０∈（０，ｌ）使得 ｕ^（ｘ０）＝０，或者ｕ′（０）·ｕ′（ｌ）
＝０。由于 ｕ^满足

－ｄ１^ｕｘｘ ＝（α－ｕ^－
β^ｖ

１＋ａ^ｕ＋ｂ^ｖ）^ｕ，

ｘ∈（０，ｌ）；　ｕ^′（０）＝ｕ^′（ｌ）＝０
利用极值原理得 ｕ^≡０，这与方程组 （４）的第二个
方程矛盾，故 ｖ^∈Ｐ１。类似地可得 ｖ^≡０，从而 ｕ^≡

θ。因此当ｎ→∞时，（δｎ，ｕｎ，ｖｎ）→（δ
＾
，θ，０）。

令珋ｖｎ ＝ｖｎ／‖ｖｎ‖，那么珋ｖｎ满足

－ｄ２珋ｖｎ，ｘｘ ＝珋ｖｎ（δｎ－
ｖｎ
ｕｎ
），ｘ∈（０，ｌ）；

珋ｖｎ′（０）＝珋ｖｎ′（ｌ）＝０ （９）
由引理１及 Ｌｐ估计得 珋ｖｎ∈ Ｗ

２
ｐ（０，ｌ）。应用 Ｓｏｂｏｌｅｖ

嵌入定理知 珋ｖｎ∈ Ｃ
１［０，ｌ］。又根据引理 ２知，珋ｖｎ·

ｖｎ／ｕｎ∈Ｃ
１［０，ｌ］，然后运用Ｓｃｈａｕｄｅｒ估计可得珋ｖｎ∈

Ｃ２［０，ｌ］。从而存在珋ｖｎ的收敛子列仍记为珋ｖｎ，使得当
ｎ→∞时，珋ｖｎ→珋ｖ在Ｃ

２
０［０，ｌ］成立，且珋ｖ≥０，０，

ｘ∈［０，ｌ］。因此对方程 （９）两边求极限得
－ｄ２珋ｖｘｘ ＝δ

＾珋ｖ，ｘ∈（０，ｌ）；珋ｖ′（０）＝珋ｖ′（ｌ）＝０

从而得δ＾＝δ，这与δ＾≠δ矛盾。因此Ｃ－｛（δ，
θ，０）｝Ｐ。那么连通分支Γ满足 （ｉｉ）。另外，由
引理３和引理４知０＜Ｕ＜α，０＜Ｖ＜Ｍ。再次利
用Ｌｐ估计，Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理知，存在常数Ｄ＞０，
使得‖Ｕ‖Ｃ１，‖Ｖ‖Ｃ１≤ Ｄ。因此 Γ在正锥内沿参
数δ延伸到无穷。

注１　若定理８中的条件改为 α＞λ１ｄ１，则结
论为连通分支Γ在正锥Ｐ内延伸到无穷，只是不能
确定延伸的具体方向。

由定理５，定理８，注１及δ ＝λ１ｄ２可得下述
定理。

定理９　方程组 （４）存在正解的充分必要条
件是α＞λ１ｄ１且δ＞λ１ｄ２。

３　分歧解的稳定性
下面讨论局部分歧解的稳定性。令 Ｘ１ ＝

（Ｃ２，α［０，ｌ］×Ｃ２，α［０，ｌ］）∩ Ｘ，Ｙ ＝Ｃα［０，ｌ］×

Ｃα［０，ｌ］，其中０＜α＜１。ｉ：Ｘ→Ｙ为Ｘ１到Ｙ的包
含映射。设Ｌ是 （４）在（δ，θ，０）的线性化算子，
由定理６的证明可知 Ｎ（Ｌ）＝ｓｐａｎ｛（－ω１，χ１）｝，

ｃｏｄｉｍＲ（Ｌ）＝１，Ｒ（Ｌ）＝｛（ｕ，ｖ）∈ Ｘ：∫
ｌ

０
ｖχ１ｄｘ＝

０｝。又因为ｉ（ω１，χ１）∈Ｒ（Ｌ），所以０是Ｌ的ｉ－单
重特征值。

引理１０　０是Ｌ的实部最大的特征值，且其他
的特征值均在左半复平面上。

证明　由于０是Ｌ的特征值，所以只需证明０
是实部最大的特征值。

假设λ０是 Ｌ的实部大于０的特征值，相应的
特征函数记为（φ，ψ），则

ｄ１φｘｘ＋（α－２θ）φ－
βθ
１＋ａθψ

＝λ０φ，ｘ∈（０，ｌ），

ｄ２ψｘｘ＋δψ＝λ０ψ， ｘ∈（０，ｌ），

φ（０）＝ψ（０）＝φ（ｌ）＝ψ（ｌ）＝










０

若ψ≡０，则λ０是算子ｄ１（ｄ
２／ｄｘ２）＋（α－２θ）Ｉ的

一个特征值，那么λ０∈Ｒ且λ０＜０，与假设矛盾。
因此ψ≡０，那么λ０是算子ｄ２（ｄ

２／ｄｘ２）＋δＩ的一
个特征值，从而λ０≤０，与假设矛盾。

由线性算子稳定性理论知，在 δ 和０的邻域
内存在Ｃ１函数δ→（γ（δ），ζ（δ））∈Ｒ×Ｘ和ｓ→
（η（ｓ），τ（ｓ））∈Ｒ×Ｘ１，使得（γ（δ），ζ（δ））＝
（０，（ω１，χ１））＝（η（０），τ（０）），并且
Ｌ（δ，θ，０）ζ（δ）＝γ（δ）ζ（δ），｜δ－δ ｜１，

Ｌ（δ（ｓ），Ｕ（ｓ），Ｖ（ｓ））τ（ｓ）＝η（ｓ）τ（ｓ），０＜ｓ１
其中 ζ（δ） ＝ （ｕ１（δ），ｕ２（δ）），τ（ｓ） ＝ （ｖ１（ｓ），
ｖ２（ｓ））。

另外，γ′（δ）≠０。又若η（ｓ）≠０（｜ｓ｜１），则

ｌｉｍ
ｓ→０

ｓδ′（ｓ）γ′（δ）
η（ｓ）

＝－１

特征值η（ｓ）的符号可以决定分歧解 （Ｕ（ｓ），Ｖ（ｓ））
的稳定性。当η（ｓ）＜０时，分歧解是稳定的；当
η（ｓ）＞０时，分歧解是不稳定的。而η（ｓ）的符号
与ｓδ′（ｓ）γ′（δ）的符号相反，因此可以通过判断
ｓδ′（ｓ）γ′（δ）的符号来判断分歧解 （Ｕ（ｓ），Ｖ（ｓ））
的稳定性。

引理１１　γ′（δ）＞０。
证明　由Ｌ（δ，θ，０）ζ（δ）＝γ（δ）ζ（δ）知

ｄ１ｕ１，ｘｘ＋（α－２θ）ｕ１－
βθ
１＋ａθ

ｕ２ ＝γ（δ）ｕ１，

　　　　　　ｘ∈（０，ｌ）；
ｄ２ｕ２，ｘｘ＋δｕ２ ＝γ（δ）ｕ２，ｘ∈（０，ｌ）；

ｕ１（０）＝ｕ２（０）＝ｕ１（ｌ）＝ｕ２（ｌ）＝













０

９５
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由于｜δ－δ｜１，所以｜γ（δ）｜１。如果ｕ２≡０，
那么ｕ１≡０，矛盾。故 ｕ２０。因此 γ（δ）是算子
ｄ２（ｄ

２／ｄｘ２）＋δＩ的特征值。利用χ１＞０及｜δ－δ

｜１得γ（δ）是算子ｄ２（ｄ
２／ｄｘ２）＋δＩ的主特征值，

且当｜δ－δ ｜１时γ（δ）关于δ单调递增。又因
为γ′（δ）≠０，故γ′（δ）＞０。

引理１２　δ′（０）＞０。
证明 　 将 分 歧 解 （δ（ｓ），Ｕ（ｓ），Ｖ（ｓ）） ＝

（δ（ｓ），θ－ｓ（ω１＋φ（ｓ）），ｓ（χ１＋ψ（ｓ））代入 （４）
的第二个方程，两端同除以ｓ，再关于ｓ求ｓ＝０处
的导数，得

－ｄ２
ｄ２

ｄｘ２
ψ′（０）＝δψ′（０）＋χ１（δ′（０）－

χ１
θ
）

其中ψ′（０）为ψ（ｓ）关于ｓ在ｓ＝０处的导数。在上
述方程两端同乘以χ１并在（０，ｌ）上积分，计算得

－ｄ２∫
ｌ

０
ψ′（０）ｄ

２

ｄｘ２
χ１ｄｘ＝

∫
ｌ

０
δψ′（０）χ１ｄｘ＋∫

ｌ

０
χ２１（δ′（０）－

χ１
θ
）ｄｘ

从而

δ′（０）∫
ｌ

０
χ２１ｄｘ＝∫

ｌ

０

χ３１
θ
ｄｘ

又由于θ＞０，χ１ ＞０，得δ′（０）＞０。
由引理１０－１２得下面的局部稳定性定理。
定理１３　若０＜ｓ１，则η（ｓ）＜０，且定理６

给出的分歧解（Ｕ（ｓ），Ｖ（ｓ））是稳定的。
注２　定理９表明当捕食者和食饵的生长率都

适当大时，两物种才能共存。定理１３中正解的稳
定性是局部的，其结论表明在定理６的条件下，捕
食者和食饵初始状态的微小变化不会影响两物种的

共存态。例如应用模型 （３）研究南极附近海洋中
须鲸捕食磷虾时［１７］，以上结论表明在给定条件下

他们可以产生稳定的共存态。

４　数值模拟
本节利用数值模拟技术来验证和完善前面几节

得到的理论结果。软件平台为 Ｍａｔｌａｂ（版本为
７４），算法为其自带工具箱中的 ｐｄｅｐｅ算法函数。
系统中的参数ａ，ｂ，α，β，δ，ｌ，ｄ１，ｄ２取

ａ＝０６，ｂ＝０４，α＝７，β＝１２４，
δ＝１，ｌ＝２π，ｄ１ ＝０３，ｄ２ ＝２２ （１０）

在 （１０）式取值下，通过改变α或δ的值来观察平
衡态非负解的变化。简单计算可得主特征值 λ１ ＝
０２５，ｄ１λ１＝００７５，ｄ２λ１＝５５。食饵ｕ和捕食者ｖ
的初始投放量为２：１，不失一般性我们设定初始

条件为（ｕ０，ｖ０）＝（２｜ｓｉｎｘ｜，｜ｓｉｎｘ｜）。
１）参数δ对平衡态正解的影响。
利用定理５易知，在 （１０）式中变动δ，使得δ

∈（０，５５）时，系统没有正解，只有惟一的半平凡
解（θ，０），这一结论见图１，其中 δ＝５＜５５＝
ｄ２λ１。图１（ａ）和图１（ｂ）分别模拟物种 ｕ，ｖ在
空间依时间的分布图。从图１可以看出当时间 ｔ趋
于１０００时，ｕ，ｖ物种的种群密度在空间上的分布不
再与时间有关，达到平衡态。图１也表明，当捕食
者的生长率太小时，即使食饵充足，捕食者也将灭绝。

图１　系统 （４）的半平凡解
Ｆｉｇ１　Ｓｅｍｉｔｒｉｖｉａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（４）

图２　系统 （４）的正解
Ｆｉｇ２　Ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（４）

０６
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当δ∈（５５，＋∞）时，系统存在正解，见图２，其
中δ＝７＞５５＝ｄ２λ１。图２（ａ）和图２（ｂ）分别
模拟物种 ｕ，ｖ在空间依时间的分布图。与图 １类
似，系统达到平衡态，表明食饵与捕食者可以共

存。这与全局分歧定理７一致。

图３　δ对平衡态正解的影响，其中α＜ｄ１λ１＋β／ｂ

Ｆｉｇ３　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆδｏｎｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，
ｗｈｅｒｅα＜ｄ１λ１＋β／ｂ

另外，当α∈ （ｄ１λ１，ｄ１λ１＋β／ｂ）时，大量的
模拟结果表明，随着δ的增大，食饵ｕ减小，捕食
者ｖ的最大值有上界且该上界与 δ无关，见图３，
其中α＝７＜３１０７５＝ｄ１λ１＋β／ｂ，δ＝５７，６，８，
１３，３０，５０。这与引理４的结论一致。因此由全局分
歧定理７给出的分歧曲线在 δＵ平面 （Ｕ轴表示
‖ｕ‖∞ ＋‖ｖ‖∞ ）上不会因δ增大而延Ｕ轴趋于
无穷，见图 ４（ａ）。另一方面，当 α∈ （ｄ１λ１ ＋
β／ｂ，＋∞）时，取α＝４０＞３１０７５＝ｄ１λ１＋β／ｂ，
δ＝６，１０，２０，５０，１００进行数值模拟，模拟结果见图
５。图５表明，随着δ增大，物种ｕ减小，物种ｖ增
大但小于δα。这说明由全局分歧定理７给出的分歧
曲线在δＵ平面上将会因δ增大而延Ｕ轴趋于无穷，
见图４（ｂ）。
２）参数α对平衡态正解的影响。
当α∈（００７５，＋∞）且δ∈（０，５５）时，平

衡态系统存在惟一半平凡解 （θ，０），见１）中的图
１。当α∈（００７５，＋∞）且 δ∈ （５５，＋∞）时，
系统存在平衡态正解。取δ＝７，α＝０５，２，４，１０进

图４　全局分歧解曲线示意图，其中
Ｕ轴表示‖ｕ‖∞ ＋‖ｖ‖∞

Ｆｉｇ４　Ｔｈｅｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｇｌｏｂａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｃｕｒｖｅ，
ｗｈｅｒｅＵａｘｉｓｓｈｏｗｓ‖ｕ‖∞ ＋‖ｖ‖∞

图５　δ对平衡态正解的影响，其中α＞ｄ１λ１＋β／ｂ

Ｆｉｇ５　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆδｏｎｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，
ｗｈｅｒｅα＞ｄ１λ１＋β／ｂ

行数值模拟，模拟结果见图 ６。这里图 ６（ａ）和
图６（ｂ）分别给出物种 ｕ，ｖ在空间上依时间的分
布图。结果表明，随着α增大，‖ｕ‖∞，‖ｖ‖∞ 都

增大，但‖ｕ‖∞ ＜α，‖ｖ‖∞ ＜δα，这与正解先验
估计引理３给出的结论一致。

１６
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图６　α对平衡态正解的影响
Ｆｉｇ６　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆαｏｎｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
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